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CATE´GORIES DE´RIVE´ES ET GE´OME´TRIE BIRATIONNELLE
[d’apre`s Bondal, Orlov, Bridgeland, Kawamata...]
par Raphae¨l ROUQUIER
1. INTRODUCTION
L’objet principal de cet expose´ est la cate´gorie de´rive´e Db(X) des faisceaux cohe´rents
sur une varie´te´ X . La cate´gorie de´rive´e organise l’information homologique (groupes
d’extensions entre faisceaux cohe´rents) et nume´rique (K-the´orie). Nous allons e´tudier
son comportement au cours des ope´rations de ✭✭ chirurgie alge´brique ✮✮ (✭✭ flips ✮✮ et
✭✭ flops ✮✮).
La cate´gorie de´rive´e d’un espace projectif se de´crit a` partir d’une alge`bre de dimen-
sion finie (Beilinson, 1978) et ceci a place´ dans un cadre approprie´ les descriptions de
fibre´s vectoriels en terme d’alge`bre line´aire. A` la suite de ce re´sultat, des descriptions
analogues (de´composition semi-orthogonale de la cate´gorie de´rive´e) ont e´te´ recherche´es
pour d’autres varie´te´s. De telles de´compositions devraient apparaˆıtre en pre´sence d’un
✭✭ flip ✮✮, e´tape cruciale du programme de Mori de mode`les minimaux (MMP) pour la
classification des varie´te´s projectives lisses, et cela a amene´ en particulier la question
de l’invariance de la cate´gorie de´rive´e par ✭✭ flop ✮✮ (Bondal-Orlov, 1995). D’un autre
coˆte´, la conjecture homologique de syme´trie miroir (Kontsevich, 1994) a elle aussi pose´
le proble`me de l’invariance birationnelle de la cate´gorie de´rive´e, pour des varie´te´s de
Calabi-Yau. Inde´pendamment, la construction d’une e´quivalence de´rive´e entre une
varie´te´ abe´lienne et sa duale (Mukai, 1981) a montre´ la relation entre la re´alisation
d’une varie´te´ X comme un espace de modules d’objets sur Y et la construction d’une
e´quivalence (ou d’un foncteur pleinement fide`le) entre la cate´gorie de´rive´e de X et celle
de Y .
Commenc¸ons par poser des proble`mes sur les cate´gories de´rive´es de varie´te´s, en suiv-
ant trois points importants du MMP.
On note KX le diviseur canonique d’une varie´te´ lisse X et on conside`re l’e´quivalence
line´aire entre diviseurs. On se donne un diagramme ou` f et g sont des morphismes
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birationnels entre varie´te´s projectives lisses complexes
(1) Z
f
~~ ~
~~
~~
~ g

@@
@@
@@
@
X Y
On a une premie`re conjecture sur les flops ge´ne´ralise´s (cf [8, Conjecture 4.4] et [28,
Conjecture 1.2]):
Conjecture 1.1 (Bondal-Orlov). — Si f ∗KX ∼ g∗KY , alors Db(X) ≃ Db(Y ).
On sait que dans cette situation les nombres de Hodge co¨ıncident (cf remarque 3.9).
La conjecture a une re´ponse positive en dimension 3 (corollaire 4.11), pour des varie´te´s
symplectiques de dimension 4 (corollaire 4.7) et dans le cadre torique (the´ore`me 4.15).
Pour des varie´te´s de Calabi-Yau (ω trivial), on s’attend donc a` ce que birationalite´ et
e´quivalence de´rive´e co¨ıncident, comme le pre´dit la conjecture de Kontsevich de syme´trie
miroir [34]. La ✭✭ re´ciproque ✮✮ de la conjecture 1.1 n’est pas vraie (remarque 3.15).
On a une conjecture sur les flips ge´ne´ralise´s [8, Conjecture 4.4]:
Conjecture 1.2 (Bondal-Orlov). — Si f ∗KX − g∗KY est e´quivalent a` un diviseur
effectif, alors il existe un foncteur pleinement fide`le Db(Y )→ Db(X).
La minimisation d’une varie´te´ dans le MMP devrait alors s’interpre´ter comme une
minimisation de la cate´gorie de´rive´e, un mode`le minimal pour une varie´te´ X devant
eˆtre construit comme un espace de module d’objets de la cate´gorie de´rive´e de X . Dans
la conjecture 1.2, il serait aussi souhaitable de savoir de´crire l’orthogonal de l’image de
Db(Y ) dans Db(X).
On a enfin une conjecture de finitude [28, Conjecture 1.5]:
Conjecture 1.3 (Kawamata). — Soit X une varie´te´ projective lisse. Alors, il
n’existe qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme de varie´te´s projectives lisses Y
telles que Db(X) ≃ Db(Y ).
La re´ponse est positive en dimension ≤ 2 (cf [14, Corollary 1.2] et [28, Theorem 1.6])
et pour X, Y des varie´te´s abe´liennes [46, Corollary 2.8].
Dans la premie`re partie de cet expose´, nous montrons, dans la situation extreˆme ou`
le fibre´ canonique est ample ou anti-ample, comment reconstruire la varie´te´ a` partir de
la cate´gorie de´rive´e (the´ore`me 2.1). Nous expliquons ensuite le me´canisme de de´vissage
de cate´gories de´rive´es (§2.2). Dans le §3, nous pre´sentons la construction de transfor-
mations a` noyau et les invariants transporte´s par les e´quivalences, puis nous exposons
le cas des varie´te´s abe´liennes et des surfaces, ou` la the´orie est presque comple`te. La
partie §4 pre´sente plusieurs cas de re´ponse positive aux conjectures 1.1 et 1.2.
Outre le livre en pre´paration [25], le lecteur pourra consulter [8, 18, 24, 47] pour des
expose´s ge´ne´raux.
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Je remercie Arnaud Beauville, Tom Bridgeland, Olivier Debarre et Alastair King
pour leurs remarques sur une version pre´liminaire de ce texte, et Daniel Huybrechts,
pour de trs nombreuses discussions.
2. PROPRIE´TE´S INTERNES
2.1. Reconstruction
2.1.1. Terminologie. — Une varie´te´ sera pour nous un sche´ma quasi-projectif X sur
C. La plupart du temps, il s’agira de varie´te´s projectives lisses. Les points conside´re´s
seront toujours des points ferme´s.
La cate´gorie de´rive´e Db(X) est de´finie comme la localisation de la cate´gorie des com-
plexes borne´s de faisceaux cohe´rents en la classe des quasi-isomorphismes (=morphismes
de complexes qui induisent un isomorphisme entre faisceaux de cohomologie). Ses objets
sont donc les complexes borne´s de faisceaux cohe´rents sur X . Les fle`ches sont obtenues
a` partir de morphismes de complexes auxquels les inverses des quasi-isomorphismes ont
e´te´ ajoute´s. La cate´gorie Db(X) n’est pas abe´lienne en ge´ne´ral, mais elle posse`de la
structure de cate´gorie triangule´e : le roˆle des suites exactes courtes est joue´ par les
triangles distingue´s.
Tous les foncteurs conside´re´s entre cate´gories triangule´es seront triangule´s. Une
sous-cate´gorie e´paisse d’une cate´gorie triangule´e est une sous-cate´gorie triangule´e pleine
close par facteurs directs. La sous-cate´gorie d’une cate´gorie triangule´e engendre´e (resp.
faiblement engendre´e) par une famille d’objets est la plus petite sous-cate´gorie pleine
triangule´e (resp. la plus petite sous-cate´gorie e´paisse) contenant cette famille.
2.1.2. Cate´gories abe´liennes. — Soit X une varie´te´ lisse. On sait, depuis Gabriel [23],
que la cate´gorie des faisceaux cohe´rents X-coh sur X de´termine X :
– l’application qui a un ferme´ associe les faisceaux supporte´s par ce ferme´ induit une
bijection Z 7→ IZ de l’ensemble des ferme´s deX vers l’ensemble des sous-cate´gories
de Serre de X-coh engendre´es par un objet
– la cate´gorie quotient X-coh /IZ est e´quivalente a` (X − Z)-coh et son centre
s’identifie a` OX(X − Z).
Suivant Thomason et Balmer [3] (voir aussi [50, Theorem 3.11]), ce principe de recon-
struction s’e´tend a` la cate´gorie Db(X), si on munit celle-ci de sa structure tensorielle,
en plus de sa structure triangule´e:
– l’application qui a` un ferme´ Z de X associe la sous-cate´gorie pleine DbZ(X) de
Db(X) des complexes dont les faisceaux de cohomologie sont supporte´s par Z est
injective, d’image l’ensemble des sous-cate´gories e´paisses faiblement engendre´es
par un e´le´ment et ⊗-ide´ales (i.e., stables par − ⊗ L pour tout L ∈ Db(X)) [57,
Theorem 3.15]
– La cate´gorie Db(X − Z) s’identifie a` Db(X)/DbZ(X) et, si X − Z est un ouvert
affine, le centre de Db(X − Z) s’identifie a` OX(X − Z).
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Par conse´quent, X-coh, vue comme cate´gorie abe´lienne, et Db(X), vue comme
cate´gorie triangule´e tensorielle, ne sont pas des invariants inte´ressants de X !
2.1.3. Fibre´ canonique (anti-)ample. — La cate´gorie Db(X), munie de sa seule struc-
ture de cate´gorie triangule´e, ne de´termine pas la varie´te´ X , mais elle apparaˆıt comme
un invariant inte´ressant. Dans la suite, les cate´gories de´rive´es seront conside´re´es avec
leur seule structure triangule´e (voir a` ce sujet §3.1.4). Le premier exemple (Mukai) est
celui de l’e´quivalence de´rive´e entre une varie´te´ abe´lienne et sa duale (the´ore`me 3.11).
Bondal et Orlov de´montrent que lorsque le fibre´ canonique ωX est ample ou anti-
ample, alors la varie´te´ est de´termine´e par sa cate´gorie de´rive´e [7, Theorem 2.5].
The´ore`me 2.1 (Bondal-Orlov). — Soit X une varie´te´ projective lisse telle que ωX
ou ω−1X est ample. Si Y est une varie´te´ projective lisse et si on a une e´quivalence de
cate´gories triangule´es Db(X-coh) ≃ Db(Y -coh), alors X ≃ Y .
Un point crucial est joue´ dans la preuve par la notion de foncteur de Serre [5, §3]. Soit
T une cate´gorie C-line´aire telle que dimHom(M,N) < ∞ pour tous M,N ∈ T . Un
foncteur de Serre est la donne´e d’une auto-e´quivalence S : T
∼
−→T et d’isomorphismes
bifonctoriels pour tous M,N ∈ T :
Hom(M,N)
∼
−→Hom(N, SM)∗.
Si on voit T comme une ✭✭ alge`bre avec plusieurs objets ✮✮, alors ceci correspond a` la
notion d’alge`bre de Frobenius.
Un foncteur de Serre, s’il existe, est unique a` isomorphisme unique pre`s. Par
conse´quent, une e´quivalence de cate´gories commute avec les foncteurs de Serre. En
outre, si T est une cate´gorie triangule´e, alors un foncteur de Serre est automatiquement
triangule´.
La de´finition est motive´e par la dualite´ de Serre:
The´ore`me 2.2. — Si X est une varie´te´ projective lisse purement de dimension n,
alors S = ωX [n]⊗− est un foncteur de Serre pour D
b(X).
Preuves du the´ore`me 2.1 (esquisses) —
On se rame`ne facilement au cas ou` X et Y sont connexes (cf proposition 2.4) et
on fixe une e´quivalence F : Db(X)
∼
−→Db(Y ). On suppose ωX ample (preuve identique
dans l’autre cas). Le the´ore`me re´sulterait imme´diatement de l’invariance des alge`bres
canoniques, si on savait que ωY e´tait ample (cf §3.2.2).
• 1e`re approche [7]. Sur une varie´te´ projective lisse connexe Z, pour tout point z et
tout i ∈ Z, les C = Oz[i] ∈ Db(Z)(1) ve´rifient
(2) S(C) ≃ C[dimZ], EndDb(Z)(C) = C et Hom(C,C[i]) = 0 pour i < 0.
Sur la varie´te´ X ou` ωX est ample, les conditions (2) caracte´risent les objets Ox[i] dans
Db(X). On en de´duit que l’ensemble {F (Ox)[i]}i,x contient les Oy[j] pour y ∈ Y et
(1)Oz est le faisceau gratte-ciel en z
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j ∈ Z. Si F (Ox) n’est pas de cette forme, il est orthogonal aux Oy[j], donc il est nul.
On de´duit alors que F envoie tout Ox[i] sur un Oy[j] et ceci induit une bijection entre
points de X et de Y . On caracte´rise ensuite les faisceaux inversibles de´cale´s sur une
varie´te´ lisse Z comme les C ∈ Db(Z) tels que pour tout z ∈ Z, il existe n ∈ Z tel que
Hom(L,Oz[n]) ≃ C et Hom(L,Oz[i]) = 0 pour i 6= n.
On en de´duit que F envoie un faisceau inversible sur un faisceau inversible de´cale´. Soit
L ∈ Pic(X). Quitte a` de´caler F , alors on peut supposer F (L) ∈ Pic(Y ). L’alge`bre⊕
i≥0Hom(L, S
i(L)[−i dimX ]) est isomorphe a` l’alge`bre canonique de X et les ouverts
de´finis par ses e´le´ments forment une base de la topologie de X . Cette alge`bre est
isomorphe a` l’alge`bre de´finie de la meˆme fac¸on pour Y et elle donne donc une base de
la topologie de Y . Ceci montre que ωY est ample et que les alge`bres canoniques de X
et Y sont isomorphes.
• 2e`me approche [24, §4]. On commence comme ci-dessus par ve´rifier que les Ox[i]
s’envoient sur des Oy[j]. La suite de la preuve n’utilise plus que ωX est ample. On
utilise le the´ore`me 3.7 plus bas qui affirme qu’il existe K ∈ Db(Y ×X) tel que F = ΦK .
Alors, le lemme 3.1 plus bas montre que Y ≃ X .
• 3e`me approche [50, §3.2.4]. Soit I une sous-cate´gorie e´paisse de Db(X). Si I est
stable par L−1 ⊗ − pour un faisceau ample L, alors elle est ⊗-ide´ale. Cette proprie´te´
est donc e´quivalente a` la stabilite´ sous S−1. Par conse´quent, l’ensemble des ferme´s de
X se retrouve a` partir de Db(X) (a` partir de sa seule structure triangule´e). Pour tout
ferme´ Z de Y , il existe donc un ferme´ Z ′ de X tel que F (DbZ′(X)) = D
b
Z(Y ). On montre
que cette injection de l’ensemble des ferme´s de Y vers ceux de X se restreint en une
bijection Y → X d’inverse continu. On identifie enfin les faisceaux d’anneaux.
Bondal et Orlov [7, Theorem 3.1] de´terminent le groupe Aut(Db(X)) des classes
d’isomorphisme d’auto-e´quivalences de Db(X) lorsque ω±X est ample (ceci est par ex-
emple fourni par la deuxie`me preuve du the´ore`me 2.1) :
Aut(Db(X)) = Pic(X)⋊ Aut(X)× Z.
2.2. De´compositions semi-orthogonales
2.2.1. De´compositions partielles. — Conside´rons la forme d’Euler sur la K-the´orie
K0(X)
〈[F ], [G]〉 =
∑
i≥0
(−1)i dimExti(F ,G)
Nous allons de´crire l’analogue, pour la cate´gorie de´rive´e, d’une base triangulaire pour
cette forme, ou` plus ge´ne´ralement d’une de´composition semi-orthogonale de K0(X).
Soit I une sous-cate´gorie e´paisse d’une cate´gorie triangule´e T . On pose ⊥I = {C ∈
T |Hom(C, I) = 0 pour tout I ∈ I} et I⊥ = {C ∈ T |Hom(I, C) = 0 pour tout I ∈ I}.
On dit que 〈I⊥, I〉 est une de´composition semi-orthogonale de T lorsque pour tout objet
C de T , il existe un triangle distingue´ C1 → C → C2  avec C1 ∈ I et C2 ∈ I
⊥. Ceci
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revient a` demander que le foncteur canonique I⊥ → T /I soit une e´quivalence ou a`
demander que le foncteur d’inclusion I → T ait un adjoint a` droite.
Lorsque I⊥ = 〈K,J 〉, on e´crit T = 〈K,J , I〉 et on ge´ne´ralise aux de´compositions
T = 〈I1, . . . , Im〉.
L’existence d’un ✭✭ ge´ne´rateur fort ✮✮ pourDb(X) fournit un the´ore`me de repre´sentabilite´
a` la Brown pour les foncteurs cohomologiques sur Db(X) (cf [5] et [9]) et on obtient un
the´ore`me ge´ne´ral d’existence de de´compositions:
The´ore`me 2.3 (Bondal, Kapranov, Van den Bergh). — Soient X une varie´te´ projec-
tive lisse et I = Db(X) une sous-cate´gorie triangule´e pleine d’une cate´gorie triangule´e
T . Alors, le foncteur d’inclusion I → T a des adjoints a` gauche et a` droite, i.e., on a
des de´compositions semi-orthogonales T = 〈I⊥, I〉 et T = 〈I, ⊥I〉.
Une de´composition orthogonale de Db(X) correspond a` une de´composition de X en
union de composantes connexes:
Proposition 2.4. — Soit X une varie´te´ connexe. Soient I1 et I2 deux sous-cate´gories
e´paisses de Db(X) telles que Db(X) = I1⊕I2 (i.e., Db(X) = 〈I1, I2〉 = 〈I2, I1〉). Alors,
I1 = 0 ou I2 = 0.
Preuve — Un objet inde´composable de Db(X) est dans I1 ou dans I2. Soient r, s
tels que OX ∈ Ir et {r, s} = {1, 2}. Soit Xi = {x ∈ X | Ox ∈ Ii}. Si x ∈ Xs, alors
Hom(OX ,Ox) = 0, ce qui est impossible, doncXs = ∅. Si C ∈ Is, alors Hom(C,Ox[i]) =
0 pour tout x ∈ X et tout i ∈ Z, donc C = 0.
Remarque 2.5. — Soit T une cate´gorie triangule´e avec un foncteur de Serre S et T =
〈I, I⊥〉 une de´composition semi-orthogonale. Alors, T = 〈⊥I, I〉 et ⊥I = S−1(I⊥).
Conside´rons en particulier T = Db(X) ou` X une varie´te´ projective lisse connexe
de Calabi-Yau. Alors, il n’y a pas de de´composition semi-orthogonale non triviale de
Db(X), car une telle de´composition serait une de´composition orthogonale.
2.2.2. De´compositions comple`tes. — Voyons le cas particulier d’une suite exception-
nelle d’objets. C’est une suite (C1, . . . , Cm) d’objets de T telle que
– Hom(Ci, Cj[r]) = 0 pour r ∈ Z et i > j
– Hom(Ci, Ci[r]) = 0 pour r 6= 0
– End(Ci) = C.
On dit que la suite est comple`te si elle engendre T .
Soit (C1, . . . , Cm) une suite exceptionnelle comple`te. Notons Ii la sous-cate´gorie
triangule´e de T engendre´e par Ci. Nous noterons Db(A) la cate´gorie de´rive´e borne´e des
modules de type fini sur une alge`bre A.
On a une e´quivalence Ci ⊗C − : Db(C)
∼
−→Ii et une de´composition semi-orthogonale
T = 〈I1, . . . , Im〉. Re´ciproquement, toute de´composition semi-orthogonale en
des cate´gories e´quivalentes a` Db(C) provient d’une suite exceptionnelle d’objets.
L’ensemble {[Ci]} forme une base de K0(T ). Si T est localement de type fini (i.e., si
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dim
⊕
iHom(M,N [i]) <∞ pour tous M,N ∈ T ), alors la matrice de la forme d’Euler
dans la base {[Ci]} est triangulaire.
Exemple 2.6. — Soit X = Pn. Beilinson [4] montre que (O(−n),O(−n+1), . . . ,O(0))
est une suite exceptionnelle comple`te. L’orthogonalite´ est claire. La re´solution de la
diagonale ∆ ⊂ Pn ×Pn:
0→ O(−n)⊠ Ωn(n)→ · · · → O(−1)⊠ Ω1(1)→ O ⊠O → O∆ → 0
de´crit le foncteur identite´ de Db(Pn) comme extension de foncteurs O(−i)⊗H∗(Ωi(i)⊗
−) et ceci de´montre l’engendrement. Soient F =
⊕n
i=0O(−i) et A = End(F), une
alge`bre de dimension finie. Alors, on a en plus ici Ext>0(F ,F) = 0 et on de´duit que le
foncteur RHom(F ,−) : Db(Pn)→ Db(A) est une e´quivalence.
2.2.3. Minimisation. — Kapranov a construit des suites exceptionnelles comple`tes
pour les quadriques projectives lisses et les varie´te´s de drapeaux de type A [26] (cf
[52] pour un survol des constructions pour les varie´te´s de Fano).
King [33, Conjecture 9.3] conjecture que toute varie´te´ torique comple`te lisse X admet
une suite (L1, . . . , Ln) de fibre´s en droites telle que Ext
>0(Li, Lj) = 0 pour tous i, j et
les Li engendrent D
b(X) (alors, Db(X) est e´quivalente a` Db(A), ou` A = End(
⊕
i Li)).
Kawamata [32] de´montre l’existence d’une suite exceptionnelle comple`te de faisceaux
pour toute varie´te´ torique projective lisse.
De`s que K0(X) n’est pas de type fini, D
b(X) ne peut eˆtre e´quivalente a` la cate´gorie
de´rive´e d’une alge`bre de dimension finie. On montre par contre que pour toute varie´te´
X , il existe une dg-alge`bre (=alge`bre diffe´rentielle gradue´e) A dont la cate´gorie des
complexes parfaits est e´quivalente a` Db(X) (cf Keller, Thomason, Neeman, Kontsevich,
Bondal-Van den Bergh, [51, Proposition 3.14 et Theorem 7.39]).
La recherche de mode`les minimaux est relie´e a` la minimisation de la cate´gorie de´rive´e.
On cherche une suite exceptionnelle L1, . . . , Ln avec n maximal. Soit I la sous-cate´gorie
triangule´e de Db(X) engendre´e par les Li. Alors, D
b(X) = 〈I, I⊥〉 et la ge´ome´trie de X
devrait eˆtre en partie controˆle´e par la cate´gorie triangule´e T = I⊥. Il serait inte´ressant
d’e´tudier l’inde´pendance de T du choix de L1, . . . , Ln et meˆme son inde´pendance bi-
rationnelle (cf [36]). La cate´gorie T apparaˆıt parfois comme la cate´gorie de´rive´e d’une
varie´te´ X ′, de dimension infe´rieure ou e´gale (cf [37] pour un exemple de varie´te´ de Fano
X de dimension 3 ou` X ′ est une courbe de genre 7). L’exemple le plus simple est celui
d’un e´clatement de centre un espace projectif (cf the´ore`me 4.2).
3. COMPARAISONS
3.1. Transformations a` noyau
3.1.1. De´finition. — L’ide´e des transformations a` noyau est la suivante: on se donne
une fonction φ : X × Y → C. On a alors une application des fonctions sur Y vers les
fonctions sur X donne´e par f 7→ (x 7→
∫
Y
f(y)φ(x, y)dy).
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Cette construction a un analogue pour les faisceaux cohe´rents (les meˆmes construc-
tions pour les faisceaux constructibles ou les D-modules sont classiques). Soient X et Y
deux varie´te´s projectives lisses et p : X × Y → X , q : X × Y → Y les deux projections.
X × Y
p
{{ww
ww
ww
ww
w q
##G
GG
GG
GG
GG
X Y
Soit K ∈ Db(X × Y ). On de´finit alors le foncteur (dit de ✭✭ Fourier-Mukai ✮✮) ΦK :
Db(Y )→ Db(X) par
ΦK(C) = Rp∗(K ⊗L q∗C).
Soit K∨ = RHom(K,OX×Y ) ∈ Db(Y ×X). Si X et Y sont de dimension pure, alors
les foncteurs ΦK∨⊗p∗ωX [dimX] et ΦK∨⊗q∗ωY [dimY ] sont respectivement adjoints a` gauche
et a` droite de ΦK .
Soient Z une autre varie´te´ projective lisse et L ∈ Db(Y × Z).
X × Y × Z
p12
wwpp
pp
pp
pp
pp
p
p23
''N
NN
NN
NN
NN
NN
p13

X × Y X × Z Y × Z
On pose K ◦ L = Rp13∗(p∗12K ⊗
L p∗23L). On a alors un isomorphisme canonique ΦK ◦
ΦL
∼
−→ΦK◦L.
Le lemme classique suivant permet de reconnaˆıtre quand K provient d’un isomor-
phisme de varie´te´s (cf [24, Corollary 4.3]).
Lemme 3.1. — On suppose que Y est connexe et que pour tout y ∈ Y , il existe x ∈ X
et n ∈ Z tels que ΦK(Oy) ≃ Ox[n]. Alors, il existe un morphisme σ : Y → X de graphe
Γσ et il existe L ∈ Pic(Y ) et m ∈ Z tels que K ≃ OΓσ ⊗ q
∗L[m].
Si ΦK est une e´quivalence, alors σ est un isomorphisme.
Preuve (esquisse) — Soit y ∈ Y d’anneau local Omy et soit n ∈ Z tel que K⊗
L
OY Oy est
concentre´ en degre´ −n. Le lemme de Nakayama montre que q∗(K ⊗OY Omy) ≃ Omy [n].
Il existe alors un voisinage ouvert U de y tel que q∗(K⊗OY OU) ≃ OU [n] et on obtient un
morphisme U → X . Ceux-ci se recollent en σ : Y → X avec les proprie´te´s voulues. Si
ΦK est une e´quivalence, alors K
∨⊗ p∗ωX [dimX ] de´finit un morphisme X → Y inverse
de σ.
3.1.2. Pleine fide´lite´. — La pleine fide´lite´ du foncteur ΦK peut se tester sur une famille
d’objets approprie´e (cf [11, Theorems 5.1 and 5.4]). Nous utilisons ici les faisceaux
gratte-ciel [6, Theorem 1.1], le point-clef e´tant qu’un objet orthogonal (a` gauche ou a`
droite) aux faisceaux gratte-ciel et a` leurs de´cale´s est nul.
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Proposition 3.2 (Bondal-Orlov). — SoitK ∈ Db(X×Y ). Le foncteur ΦK est pleine-
ment fide`le si et seulement si pour tous y, y′ ∈ Y , on a
Hom(ΦK(Oy),ΦK(Oy′)[i]) =
{
0 sauf si y = y′ et 0 ≤ i ≤ dimY
k si y = y′ et i = 0.
C’est une e´quivalence si en plus ΦK(Oy)⊗ ωX ≃ ΦK(Oy) pour tout y ∈ Y .
Cette proposition montre que lorsque X et Y ont des ferme´s stricts Z et Z ′ en dehors
desquels K est le faisceau de structure du graphe d’un isomorphisme Y − Z ′ ∼−→X − Z,
alors le crite`re pre´ce´dent peut se ve´rifier en remplac¸ant X et Y par leurs comple´te´s
formels le long de Z et Z ′. Ceci permet de substituer a` X et Y des mode`les pre´fe´re´s, a`
condition de garder les meˆmes comple´te´s formels (cf la preuve du the´ore`me 4.6).
Un cas particulier de pleine fide´lite´ est fourni par le re´sultat suivant, qui se de´duit
imme´diatement de la formule de projection.
Proposition 3.3. — Soit f : V → W un morphisme entre varie´te´s projectives lisses.
Si le morphisme canonique OW → Rf∗OV est un isomorphisme, alors Lf ∗ : Db(W )→
Db(V ) est pleinement fide`le.
3.1.3. Familles. — Soient X ′, Y ′ deux varie´te´s projectives lisses et K ′ ∈ Db(X ′ × Y ′).
Alors, on a le re´sultat classique (cf [47, Proposition 2.1.7]):
Proposition 3.4. — Si ΦK : D
b(Y )→ Db(X) et ΦK ′ : Db(Y ′)→ Db(X ′) sont pleine-
ment fide`les (resp. sont des e´quivalences), alors ΦK⊠K ′ : D
b(Y × Y ′) → Db(X × X ′)
est pleinement fide`le (resp. est une e´quivalence).
Soient p : X → S et q : Y → S des morphismes projectifs lisses entre varie´te´s
projectives lisses. Soient s0 ∈ S, X0 = p−1(s0) et Y0 = q−1(s0). Soient i : X0 → X ,
j : Y0 → Y et k : X×S Y → X×Y les immersions ferme´es. Les proprie´te´s d’une famille
de noyaux se spe´cialisent [19, Proposition 6.2]:
Proposition 3.5 (Chen). — Soit K ∈ Db(X ×S Y ) tel que Φk∗K : D
b(Y ) → Db(X)
est pleinement fide`le (resp. est une e´quivalence). Alors, ΦL(i×j)∗K : Db(Y0) → Db(X0)
est pleinement fide`le (resp. est une e´quivalence).
Ce re´sultat permet de ve´rifier dans certains cas qu’un noyau donne une e´quivalence
par de´formation (cf par exemple §4.4).
Remarque 3.6. — Soit ΦK : D
b(Y ) → Db(X) un foncteur pleinement fide`le. Alors, on
doit penser a` Y comme l’espace de modules fin de {F (Oy)}y∈Y et a` K comme l’objet
universel associe´.
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3.1.4. Repre´sentabilite´. — L’imperfection des axiomes des cate´gories triangule´es rend
la preuve du re´sultat suivant de´licate (cf [45], [47, Theorem 3.2.1] et [9, Theorem 1.1]
qui assure l’existence d’adjoints; cf [30, Theorem 1.1] pour une extension aux champs
de Deligne-Mumford et une autre preuve).
The´ore`me 3.7 (Orlov). — Soit F : Db(Y ) → Db(X) un foncteur pleinement fide`le.
Alors, il existe un unique K ∈ Db(X × Y ) tel que F ≃ ΦK .
Une approche pre´fe´rable a` ce proble`me (et a` ceux de §3.2) consiste a` conside´rer
une structure plus riche que celle de cate´gorie triangule´e, celle de dg-cate´gorie (les
Hom sont munis d’une structure de complexe d’espaces vectoriels) dont le ✭✭H0 ✮✮ est la
cate´gorie de´rive´e de de´part [58]. On dispose d’une dg-cate´gorie Lcoh(X) dont le ✭✭H
0
✮✮
est Db(X). Toen montre que la dg-cate´gorie des foncteurs de Lcoh(Y ) vers Lcoh(X) est
(quasi-)e´quivalente a` Lcoh(X × Y ) [58, Theorem 8.15] et ceci fournit un analogue du
the´ore`me 3.7, pour des foncteurs non ne´cessairement pleinement fide`les. Les foncteurs
Db(Y ) → Db(X) obtenus sont alors tous du type ΦK et re´ciproquement tout foncteur
de ce type provient d’un foncteur de´fini au niveau des dg-cate´gories.
3.2. Invariants d’une e´quivalence
3.2.1. — Soit F : Db(Y )
∼
−→Db(X) une e´quivalence, avec X et Y projectives lisses
connexes. D’apre`s le the´ore`me 3.7, il existe K ∈ Db(X × Y ) tel que F ≃ ΦK .
La commutation de F avec les foncteurs de Serre montre que dimX = dimY et que
ωX et ωY ont le meˆme ordre [14, Lemma 2.1].
Un argument de rigidite´ montre que F induit un isomorphisme de groupes alge´briques
Pic0(Y ) ⋊ Aut0(Y )
∼
−→Pic0(X) ⋊ Aut0(X), ou` Aut0(X) est la composante neutre de
Aut(X) (cf the´ore`me 3.11 pour un cas ou` les deux facteurs sont e´change´s).
3.2.2. Cohomologie. — Passons maintenant a` des invariants du type cohomologie ou
alge`bre canonique (cf [41, Theorem 4.9], [16], [17], [28, Theorem 2.3] et [47, Theorem
2.1.8]).
Soit HAi,k(X) = Ext
i
X×X(O∆X , i∗ω
k
X) ou` i : ∆X → X × X est l’inclusion de la di-
agonale. SoitHA(X) =
⊕
i,kHAi,k(X). On munitHA(X) d’une structure d’alge`bre bi-
gradue´e via les isomorphismes canoniques ExtiX×X(i∗ω
r
X , i∗ω
s
X)
∼
−→ExtiX×X(O∆X , i∗ω
s−r
X ).
On aHAi,k(X) =✭✭Hom(SX , S
k
X [i−k dimX ]) ✮✮, ou` le terme de droite doit eˆtre compris
comme le H0 d’un complexe de Hom’s pris au niveau des dg-cate´gories.
On a HAi,k(X) ≃
⊕
p+q=iH
p(X,ΛqTX⊗ωkX) (cf [35] et [53, Corollary 2.6]), ou` TX est
le fibre´ tangent. En particulier,
⊕
k≥0HA0,k(X) est isomorphe a` l’alge`bre canonique
R(X) =
⊕
k≥0H
0(X,ωkX).
The´ore`me 3.8. — F induit un isomorphisme d’alge`bres gradue´es HA(Y )
∼
−→HA(X).
En particulier, F induit un isomorphisme gradue´ entre les alge`bres canoniques
R(Y )
∼
−→R(X) et un isomorphisme entre les espaces vectoriels de cohomologie
H∗(Y,C)
∼
−→H∗(X,C).
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Preuve (esquisse) — On utilise l’e´quivalence ΦK⊠L : D
b(Y × Y )
∼
−→Db(X × X) ou`
L = K∨ ⊗ p∗ωX [dimX ] ≃ K∨ ⊗ q∗ωY [dimY ] vu dans Db(X × Y ).
L’isomorphisme H∗(X,C) ∼−→H∗(Y,C) n’est pas compatible a` la multiplication ni a`
la graduation classique, en ge´ne´ral. Il est par contre compatible a` la graduation donne´e
par nH(X,C) =
⊕
p−q=nH
p(X,ΩqX).
Remarque 3.9. — On s’attend tout de meˆme a` l’e´galite´ des nombres de Hodge de X
et Y (cf [15, §1.3]). Dans la situation de la conjecture 1.1, la formule de changement
de variable pour l’inte´gration motivique montre que les varie´te´s X et Y ont les meˆmes
nombres de Hodge (Kontsevich, Batyrev et Denef–Loeser), cf [49, §4] et [38].
On de´duit du the´ore`me 3.8 l’invariance de la dimension de Kodaira. On de´duit aussi
que si κ(X,ωX) = dimX (i.e., X de type ge´ne´ral) ou κ(X,ω
−1
X ) = dimX , alors X et
Y sont birationnelles.
Via le the´ore`me de Grothendieck-Riemann-Roch, on obtient l’invariance de la coho-
mologie a` coefficients rationnels.
Soit L ∈ Db(X × Y ). Soit ch : K0(X)→ H∗(X,Q) la classe de Chern et soit tdX la
classe de Todd de X . On de´finit un morphisme
φL : H
∗(Y,Q)→ H∗(X,Q), ξ 7→ p∗
(
p∗(
√
tdX) · ch([L]) · q
∗(
√
tdY ) · q
∗(ξ))
)
.
Ce morphisme est gradue´ pour la graduation nH et on a φL◦L′ = φL ◦ φL′ .
Lorsque L = K, alors ce morphisme est un isomorphisme et sa complexification est
l’isomorphisme du the´ore`me 3.8.
La transformation ΦL induit un morphisme [ΦL] : K0(Y ) → K0(X) et on a un
diagramme commutatif
K0(Y )
[ΦL]
//
ch(−)·√tdY

K0(X)
ch(−)·√tdX

H∗(Y,Q)
φL
// H∗(X,Q)
Remarque 3.10. — Hille et Van den Bergh [24, Remark 3.4] mentionnent l’invariance
de la K-the´orie topologique par e´quivalence de´rive´e et en de´duisent l’invariance de
H∗(X,Z) dans H∗(X,Q) pour les courbes, les surfaces K3 et les varie´te´s abe´liennes.
3.3. Varie´te´s abe´liennes
Le re´sultat suivant de Mukai [40, Theorem 2.2] est le point de de´part des travaux sur
les e´quivalences entre cate´gories de´rive´es de faisceaux cohe´rents.
Soient A une varie´te´ abe´lienne et Aˆ = Pic0(A) sa varie´te´ abe´lienne duale. On note
P le fibre´ de Poincare´ sur A× Aˆ.
The´ore`me 3.11 (Mukai). — Le foncteur ΦP : Db(Aˆ-coh) → Db(A-coh) est une
e´quivalence.
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Preuve—On ve´rifie les conditions de la proposition 3.2. Pour x ∈ Aˆ, alors ΦK(Ox) est
un fibre´ en droites Lx de degre´ 0 sur A. Puisque H
∗(L) = 0 pour tout L ∈ Pic0(A) non
trivial, on de´duit que ΦP est pleinement fide`le, et donc une e´quivalence, car ωA ≃ OA.
On de´crit maintenant toutes les e´quivalences de´rive´es entre varie´te´s abe´liennes (cf
[46], [47, §5] et [48, §11 et §15]).
Soit B une varie´te´ abe´lienne. Soit
f =
(
x y
z t
)
: B × Bˆ → A× Aˆ.
On pose
f˜ =
(
tˆ −yˆ
−zˆ xˆ
)
: A× Aˆ→ B × Bˆ.
On note U(B × Bˆ, A × Aˆ) l’ensemble des isomorphismes f : B × Bˆ
∼
−→A × Aˆ tels que
f−1 = f˜ .
Soient a ∈ A et α ∈ Aˆ. On note ma : A → A, b 7→ a + b. On pose Φa,α =
Lα ⊗ma∗(−) : Db(A)
∼
−→Db(A).
The´ore`me 3.12 (Polishchuk, Orlov). — Soit F : Db(B)
∼
−→Db(A) une e´quivalence.
Alors, il existe σ ∈ U(B × Bˆ, A× Aˆ) tel que
(3) Φσ(b,β) = F ◦ Φb,β ◦ F
−1 pour tous b ∈ B et β ∈ Bˆ.
Re´ciproquement, soit σ ∈ U(B × Bˆ, A × Aˆ). Alors, il existe une e´quivalence F :
Db(B)
∼
−→Db(A) ve´rifiant (3).
Preuve (e´le´ments) — L’invariance de Aut0×Pic0 (cf §3.2) fournit un isomorphisme
B × Bˆ
∼
−→A × Aˆ, dont on ve´rifie qu’il a la proprie´te´ voulue. La re´ciproque requiert la
construction d’un fibre´ simple semi-homoge`ne de pente donne´e.
On obtient alors une description explicite du groupe des auto-e´quivalences. On a une
suite exacte de groupes
0→ (A× Aˆ)(C)× Z→ Aut(Db(A))→ U(A× Aˆ, A× Aˆ)→ 1.
Remarque 3.13. — On peut conjecturer qu’une varie´te´ projective lisse de´rive´-
e´quivalente a` une varie´te´ abe´lienne est une varie´te´ abe´lienne.
3.4. Surfaces
Notons tout d’abord que le cas des courbes n’est pas inte´ressant! Deux courbes
projectives lisses sont de´rive´-e´quivalentes si et seulement si elles sont isomorphes : en
genre 6= 1, le the´ore`me 2.1 donne le re´sultat. Pour les courbes elliptiques, on le de´duit
par exemple de l’invariance de la structure de Hodge entie`re.
Nous de´crivons brie`vement la situation pour les surfaces. Les de´monstrations deman-
dent une analyse minutieuse suivant la classification des surfaces minimales.
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Soient X et Y deux surfaces projectives lisses connexes non isomorphes. On suppose
que X est minimale, i.e., ne contient pas de P1 avec auto-intersection −1. On a une
description pre´cise des cas d’e´quivalences de´rive´es [15] (cf [41, 45] pour les K3).
The´ore`me 3.14 (Bridgeland-Maciocia). — On a Db(X) ≃ Db(Y ) si et seulement si
une des assertions suivantes est vraie
– X et Y sont toutes deux abe´liennes (ou toutes deux des K3) et il existe une
isome´trie entre leurs re´seaux transcendants compatible avec les structures de Hodge
– X et Y sont des surfaces elliptiques et Y est un sche´ma de Picard relatif de la
fibration elliptique de X [10].
Remarque 3.15. — La K-e´quivalence entre deux varie´te´s projectives lisses X et Y
(=existence d’un diagramme (1) avec f ∗KX ∼ g∗KY ) implique que les varie´te´s sont
isomorphes en codimension 1. Si deux surfaces sont K-e´quivalentes, elles sont donc
isomorphes. Uehara [59] construit des exemples de surfaces elliptiques birationnelles et
de´rive´-e´quivalentes mais qui ne sont pas isomorphes, donc pas K-e´quivalentes non plus.
4. FLIPS ET FLOPS
4.1. Introduction
Un cas particulier de la conjecture 1.1 est celui d’un flop. Ce cas est important car une
des conjectures du MMP est que deux mode`les minimaux birationnels sont connecte´s
par une suite de flops.
Un flop est un diagramme
X
f @
@@
@@
@@
@ X
+
f+}}||
||
||
||
X¯
ou`
– X¯ est une varie´te´ projective de Gorenstein,
– f et f+ sont des re´solutions cre´pantes (i.e., f ∗ωX¯ ≃ ωX et (f+)∗ωX¯ ≃ ωX+) dont
le lieu exceptionnel est de codimension ≥ 2 et
– il existe un diviseur D sur X tel que −D est relativement f -ample et le transforme´
strict de D est relativement f+-ample.
Le morphisme f de´termine uniquement f+ (car X+ = Proj
⊕
m≥0OX¯(f∗(mD)),
inde´pendant de D). La conjecture 1.1 pre´dit que Db(X) ≃ Db(X+) et donc que X+
peut se construire comme un espace de module d’objets de Db(X) (cf §4.5 pour la
dimension 3). Cette approche pourrait aussi s’appliquer pour les flips.
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Nous allons voir des exemples (§4.3, §4.4.1 et §4.5) ou` la transformation de noyau
OX×X¯X+ est une e´quivalence D
b(X+)
∼
−→Db(X). Ne´anmoins, nous verrons dans §4.4.2
une situation ou` cette transformation n’est pas une e´quivalence.
4.2. E´clatements
4.2.1. Fibre´s projectifs. — Soit E un fibre´ vectoriel de rang r ≥ 1 sur une varie´te´
projective lisse Y et soit q : P(E)→ Y le fibre´ projectif associe´.
La proposition suivante [44, Theorem 2.6] fournit une version relative de l’exemple
2.6.
Proposition 4.1 (Orlov). — On a une de´composition semi-orthogonale
Db(P(E)) = 〈Db(Y )−r+1, D
b(Y )−r+2, . . . , D
b(Y )0〉,
ou` Db(Y )d est l’image de D
b(Y ) par le foncteur pleinement fide`le Oq(d)⊗ q∗(−).
Preuve (esquisse) — La pleine fide´lite´ est fournie par la proposition 3.3. Soient C,D ∈
Db(Y ) et L ∈ Db(P(E)). On a
Hom(q∗C,L⊗L q∗D) ≃ Hom(C,Rq∗(L⊗L q∗D)) ≃ Hom(C, (Rq∗L)⊗L D).
La semi-orthogonalite´ re´sulte alors de l’annulation de Rq∗Oq(i) pour −1 ≥ i ≥ −r+1.
Soit T la sous-cate´gorie triangule´e deDb(P(E)) engendre´e parDb(Y )−r+1, . . . , Db(Y )0.
Soient y ∈ Y et F = q−1(y). Les faisceaux OF (−r + 1), . . . ,OF (0) engendrent Db(F )
(exemple 2.6), donc, vus comme faisceaux sur P(E), ils engendrent DbF (P(E)). Par
conse´quent, DbF (P(E)) ⊂ T et en particulier Ox ∈ T pour x ∈ F . On en de´duit que
⊥T = 0, d’ou` T = Db(P(E)) par le the´ore`me 2.3.
4.2.2. De´composition pour un e´clatement. — Soient maintenant X une varie´te´ projec-
tive lisse et Y une sous-varie´te´ ferme´e lisse de X purement de codimension r ≥ 2. Soit
NY/X le fibre´ normal de Y dansX . Soient X˜ l’e´clate´e deX le long de Y et Y˜ ≃ P(NY/X)
le diviseur exceptionnel, image inverse de Y dans X˜ . On a un diagramme commutatif
Y˜
 
j
//
q

X˜
p

Y
 
i
// X
Le the´ore`me suivant de´crit comment la cate´gorie de´rive´e grossit par e´clatement [44,
Theorem 4.3].
The´ore`me 4.2 (Orlov). — On a une de´composition semi-orthogonale
Db(X˜) = 〈Db(Y )−r+1, Db(Y )−r+2, . . . , Db(Y )−1, Db(X)0〉
ou` Db(Y )d = j∗(Oq(d)⊗ q∗Db(Y )) et Db(X)0 = Lp∗Db(X). Les foncteurs canoniques
induisent des e´quivalences Db(X)
∼
−→Db(X)0 et D
b(Y )
∼
−→Db(Y )d pour tout d.
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Preuve (esquisse) — Un point utile est l’existence, pour tout C ∈ Db(Y˜ ), d’un triangle
distingue´
(4) C ⊗Oq(1)→ Lj
∗j∗C → C  .
La proposition 3.3 montre que Lp∗ : Db(X) → Db(X˜) est pleinement fide`le. Pour
l’e´quivalence Db(Y )
∼
−→Db(Y )d, la proposition 4.1 rame`ne le proble`me a` montrer que
Hom(Lj∗j∗OF ,OF [i]) = 0 pour toute fibre F de q et tout i 6= 0. Le triangle distingue´
(4) rame`ne l’annulation recherche´e a` celles de H∗(Pr−1,O(−1)) et H>0(Pr−1,O).
La semi-orthogonalite´ de T = 〈Db(Y )−r+1, Db(Y )−r+2, . . . , Db(Y )−1, Db(X)0〉
s’e´tablit par la meˆme technique que dans la preuve de la proposition 4.1.
Il reste a` e´tablir que ⊥T est nul. Soit y ∈ Y . On a Ldp∗Oy ≃ Ωdp−1(y)(d) pour
0 ≤ d ≤ r−1 et Ldp∗Oy = 0 pour d ≥ r. On aH∗(Pr−1,Ωd(d)) = 0 pour 1 ≤ d ≤ r−1 et
la re´solution de la diagonale dans Pr−1 (cf l’exemple 2.6) montre que pour 1 ≤ d ≤ r−1,
alors Ωd(d) est dans la sous-cate´gorie de Db(Pr−1) engendre´e par O(−r+1), . . . ,O(−1).
Par conse´quent, le coˆne du morphisme canonique Lp∗Oy → Op−1(y) est dans T , donc
finalement Op−1(y) est dans T et on termine comme pour la proposition 4.1.
Remarque 4.3. — Les arguments essentiels pour les deux re´sultats pre´ce´dents appa-
raissent aussi dans les travaux de Thomason [55, 56] qui s’inte´resse a` la K-the´orie
supe´rieure.
4.3. Flips et flops standard
Soient X une varie´te´ projective lisse et Y une sous-varie´te´ ferme´e isomorphe a` Pk
telle que NY/X ≃ OY (−1)
l+1 avec 1 ≤ l ≤ k. Soit p : X˜ → X l’e´clate´e de X le long de
Y . Le diviseur exceptionnel Y˜ est isomorphe a` Pk × Pl et on a NY˜ /X˜ ≃ O(−1,−1).
Soit p+ : X˜ → X+ la contraction de Y˜ sur Pl. On suppose que X+ est une varie´te´
projective. Soient f : X → X¯ et f+ : X+ → X¯ les contractions de Pk et Pl sur un
point. Ils fournissent l’exemple le plus simple de flip (et de flop lorsque k = l). On a
X˜ ≃ X ×X¯ X
+.
Y˜ ≃ Pk ×Pl _
j
 ''O
OO
OO
OO
OO
OO
O
wwoo
oo
oo
oo
oo
o
Pk ≃ Y _

X˜
p
wwoo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
o
p+
''P
PP
PP
PP
PP
PP
PP
PP Y + ≃ Pl _

X
f
''P
PP
PP
PP
PP
PP
PP
PP X
+
f+
wwnn
nn
nn
nn
nn
nn
nn
n
X¯
Les conjectures 1.1 et 1.2 sont connues dans ce cas (cf [6, Theorem 3.6] et [47, Theorem
2.2.9]):
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The´ore`me 4.4 (Bondal-Orlov). — Le foncteur ΦO
X˜
= Rp∗L(p+)∗ : Db(X+) →
Db(X) est pleinement fide`le et c’est une e´quivalence si l = k.
Preuve (esquisse) — Soit A (resp. B) la sous-cate´gorie triangule´e pleine de Db(X˜)
engendre´e par les j∗O(r, s) avec r = 0 et −l ≤ s ≤ −1 (resp. −k ≤ r < 0 et
−l ≤ s ≤ −1). Les de´compositions du the´ore`me 4.2 et de l’exemple 2.6 donnent une
de´composition semi-orthogonale (Lp∗D(X))⊥ = 〈B,A〉. On a B ⊂ (L(p+)∗Db(X+))⊥.
Puisque (ωX˜)|Y˜ ≃ O(−k,−l), on a aussi A ⊗ ωX˜ ⊂ (L(p
+)∗Db(X+))⊥, donc A ⊂
⊥(L(p+)∗Db(X+)).
Soit C ∈ Db(X+) et soit C¯ le coˆne du morphisme canonique Lp∗Rp∗(L(p+)∗C) →
L(p+)∗C. On a C¯ ∈ (Lp∗D(X))⊥ ∩ ⊥B = A. Par conse´quent, le morphisme canonique
Hom(C,D)→ Hom(Rp∗L(p+)∗C,Rp∗L(p+)∗D)
est un isomorphisme pour tout D ∈ Db(X+).
Supposons maintenant k = l. Soit p! = Lp∗(−) ⊗ ωX˜/X [k]. Le foncteur Rp
+
∗ p
!
est adjoint a` droite de Rp∗L(p+)∗. On montre, comme ci-dessus, que Rp+∗ (ωX˜/X [k] ⊗
Lp∗(−)) est pleinement fide`le et finalement Rp∗L(p+)∗ est une e´quivalence.
Remarque 4.5. — Il devrait en fait eˆtre vrai que Db(X)/Rp∗L(p+)∗Db(X+) a une suite
exceptionnelle comple`te de longueur k − l.
4.4. Flop de Mukai
4.4.1. — SoitX une varie´te´ projective lisse de dimension 2n ≥ 4. Soit i : Y = Pn →֒ X
une immersion ferme´e. On suppose NY/X ≃ Ω1Y . On conside`re comme pre´ce´demment
l’e´clatement p : X˜ → X . Soit Y ∨ l’espace projectif dual. Alors, le diviseur exceptionnel
Y˜ s’identifie a` la varie´te´ d’incidence dans Y × Y ∨ et on a NY˜ /X˜ ≃ O(−1,−1)|Y˜ . On a
alors une contraction p+ : X˜ → X+ de Y˜ sur Y ∨ et on suppose X+ projective.
Le foncteur Rp∗L(p+)∗ : Db(X+)→ Db(X) n’est pas une e´quivalence (cf [28, Propo-
sition 5.12] et [42, Corollary 2.2]). Par contre, un autre noyau fournit une e´quivalence
(cf [28, Corollary 5.7] et [42, Theorem 4.4]).
Soient f : X → X¯ et f+ : X+ → X¯ les contractions de Y et Y + sur un point (flop
de Mukai). Soit Xˆ = X ×X¯ X
+. Alors, Xˆ = X˜ ∪ (Y × Y +) ⊂ X ×X+ et l’intersection
est a` croisements normaux.
Xˆ
pi
 


 pi+
  B
BB
BB
BB
B
X
f

@@
@@
@@
@@
X+
f+}}||
||
||
||
X¯
The´ore`me 4.6 (Kawamata, Namikawa). — Le foncteur ΦO
Xˆ
= Rπ∗L(π+)∗ :
Db(X+)→ Db(X) est une e´quivalence.
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Preuve (esquisse) — Il suffit de traiter le cas ou` X = SpecΩ1Y et i : Y → X est la
section nulle, car cela ne change pas le comple´te´ formel de X le long de Y (cf §3.1.2).
La non-projectivite´ de X ne pose pas de proble`me nouveau. Soit X = SpecOY (−1)n+1.
La suite exacte 0→ Ω1Y → OY (−1)
n+1 → OY → 0 fournit un morphisme lisse X → A1
et la fibre de 0 s’identifie a` X .
On a NY/X ≃ OY (−1)n+1 et on a alors un flop standard X˜ → X+ (cf §4.3). Le
foncteur ΦO
X˜
: Db(X+)→ Db(X ) est une e´quivalence et il re´sulte de la proposition 3.5
que ΦO
Xˆ
est une e´quivalence.
Deux varie´te´s projectives symplectiques birationnelles de dimension 4 sont connecte´es
par une suite de flops de Mukai ([62, Theorem 1.2], [20, §8]; il faut en fait permettre
la contraction simultane´e de plusieurs P2 disjoints pour que les varie´te´s interme´diaires
restent projectives [61]). On de´duit alors ([42, Corollary 4.5] et [28, Remark 5.13]) :
Corollaire 4.7 (Kawamata, Namikawa). — Deux varie´te´s projectives symplectiques
birationnelles de dimension 4 sont de´rive´-e´quivalentes.
4.4.2. Flop de Mukai stratifie´. — Markman [39] a e´tudie´ une ge´ne´ralisation du flop
de Mukai. Nous suivons ici la pre´sentation de [43] et ne donnons que la version
✭✭ line´arise´e ✮✮.
Soit V un espace vectoriel de dimension n et soit G(V, r) la Grassmannienne des
sous-espaces de dimension r de V , ou` r est un entier ≤ n/2. Soient X = T ∗G(V, r)
et X¯ la sous-varie´te´ ferme´e de EndC(V ) des endomorphismes a tels que a
2 = 0 et
rang(a) ≤ r. On identifie T ∗G(V, r) a` la varie´te´ des paires (W,φ) ou` W est un sous-
espace de dimension r de V et φ ∈ Hom(V/W,W ). On dispose d’une application
moment f : X → X¯ qui envoie (W,φ) sur la composition a : V ։ V/W
φ
−→ W →֒ V .
L’application moment est un isomorphisme au-dessus de l’ouvert des endomorphismes
de rang r. On dispose de meˆme d’une application moment f+ : X+ = T ∗G(V, n− r)→
X¯ .
Le noyau ✭✭ e´vident ✮✮ ne fournit pas une e´quivalence de´rive´e, bien que sa classe dans
K0 soit ade´quate [43, Theorem 2.7 et Observation 4.9]:
The´ore`me 4.8 (Namikawa). — L’application [ΦO
X×
X¯
X+
] : K0(X
+) → K0(X) est
un isomorphisme pour tous n, r mais ΦO
X×
X¯
X+
: Db(X+) → Db(X) n’est pas une
e´quivalence pour n = 4 et r = 2.
Dans le cas n = 4 et r = 2, Kawamata construit un noyau de la forme OX×X¯X+ ⊗L
ou` L est un fibre´ en droites, qui induit une e´quivalence [31].
Voyons maintenant une construction pour n, r ge´ne´raux d’un noyau supporte´ par
X ×X¯ X
+ et induisant une e´quivalence de´rive´e.
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Soit U la sous-varie´te´ ouverte de G(V, r)×G(V, n−r) des (W,W ′) tels queW∩W ′ = 0
et soit ι : U → G(V, r)×G(V, n− r) l’immersion ouverte.
U _
ι

G(V, r)×G(V, n− r)
α
vvll
ll
ll
ll
ll
ll
l
β
))SS
SSS
SSS
SSS
SSS
G(V, r) G(V, n− r)
Il est classique [27, Exercice III.15] que la transformation de noyau ι!CU induit une
e´quivalence entre cate´gories de´rive´es de faisceaux constructibles de C-espaces vectoriels:
Rα!(CU ⊗ β
−1(−)) : Dbcons(G(V, n− r))
∼
−→Dbcons(G(V, r))
Soit K le module de Hodge mixte correspondant a` ι!CU . C’est un noyau inversible pour
les transformations entre cate´gories de´rive´es de modules de Hodge mixtes. Soit K =
Gr(K), un faisceau cohe´rent Gm-e´quivariant sur T ∗(G(V, r)×G(V, n− r)) = X ×X+.
Alors, l’inversibilite´ du noyau K montre que ΦK : Db(X+)→ Db(X) est une e´quivalence
(c’est bien suˆr aussi une e´quivalence pour les cate´gories Gm-e´quivariantes).
Il serait inte´ressant de de´crire explicitement le faisceau K. Kashiwara a propose´ une
description pour n = 4 et r = 2, qu’il faudrait comparer avec le noyau de [31].
Cette construction se ge´ne´ralise a` des varie´te´s de drapeaux paraboliques pour des
groupes semi-simples complexes arbitraires. Dans le cas des varie´te´s de drapeaux com-
plets, une telle construction au niveau de la K-the´orie a e´te´ effectue´e par Tanisaki
[54].
On peut aussi construire une e´quivalence Db(X+)
∼
−→Db(X) en regroupant les
Db(T ∗G(V, r)), 0 ≤ r ≤ dimV , et en appliquant les me´thodes de [21].
4.5. Dimension 3
4.5.1. — On expose ici la construction de Bridgeland [12] (voir aussi [19, 28, 60]).
Conside´rons un flop entre varie´te´s projectives lisses de dimension 3 :
X
f @
@@
@@
@@
@ X
+
f+}}||
||
||
||
X¯
Remarque 4.9. — Lorsque f ne contracte qu’une courbe irre´ductible C, alors C ≃ P1
et le fibre´ normal NC/X est O(−1) ⊕ O(−1), O ⊕ O(−2) ou O(1) ⊕ O(−3) (cf [22,
Corollary 16.3]). Le premier cas est un flop standard (§4.3) et le second cas peut se
traiter par des me´thodes similaires [6, Theorem 3.9].
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Conside´rons le diagramme
X ×X¯ X
+
pi
zzuu
uu
uu
uu
uu pi+
%%K
KK
KK
KK
KK
K
X X+
The´ore`me 4.10 (Bridgeland). — Le foncteur Rπ∗L(π+)∗ : Db(X+) → Db(X) est
une e´quivalence.
Bridgeland construit le flop f+ a` partir de f : la varie´te´ X+ apparaˆıt comme un
espace de modules fin de certains objets de Db(X) (✭✭ faisceaux pervers ponctuels ✮✮) et
le noyau de l’e´quivalence est le fibre´ universel. La de´termination de ce fibre´, et donc la
forme pre´cise du the´ore`me 4.10, sont dues a` Chen.
Un flop ge´ne´ralise´ entre varie´te´s projectives lisses de dimension 3 se de´compose en
une suite de flops [28, Theorem 4.6] et on en de´duit:
Corollaire 4.11. — La conjecture 1.1 est vraie en dimension 3.
4.5.2. Construction du flop et e´quivalence. — Soit X¯ une varie´te´ projective connexe
de Gorenstein de dimension 3. Soit f : X → X¯ une re´solution cre´pante dont le lieu
exceptionnel est union d’un nombre fini de courbes et soit D un diviseur sur X tel que
−D est relativement f -ample.
Le the´ore`me d’annulation de Grauert-Riemenschneider montre, via la formule de
projection, que R>0f∗OX = 0. Le foncteur Lf ∗ : D(X¯) → D(X) est donc pleinement
fide`le (variante de la proposition 3.3 pour les cate´gories de´rive´es non borne´es que re-
quiert la non-lissite´ de X¯). Soit B son image. On a une de´composition semi-orthogonale
D(X) = 〈B⊥,B〉, ou` B⊥ = {C ∈ D(X)|Rf∗C = 0}.
On construit une nouvelle t-structure sur D(X) en recollant la t-structure standard
de B avec celle de B⊥ de´cale´e de 1 vers la gauche. Son cœur PerX/X¯ (une cate´gorie
abe´lienne) consiste en les C ∈ D(X) tels que
– HiC = 0 pour i 6= 0, 1
– f∗H−1C = 0
– R1f∗H0C = 0 et Hom(H0C,M) = 0 pour tout M ∈ B⊥ ∩X-coh.
On a OX ∈ PerX/X¯ et on dit que E ∈ PerX/X¯ est un ✭✭ faisceau pervers ponctuel ✮✮ si
– E est un quotient de OX (dans PerX/X¯)
– la classe de Chern de E est e´gale a` celle d’un faisceau gratte-ciel.
Soit S une varie´te´. Une famille de faisceaux pervers ponctuels parame´tre´e par S est
un objet E ∈ Db(S × X) tel que Lj∗sF ∈ PerX/X¯ pour tout point (ferme´) s ∈ S. Ici,
js : s × X → S × X est l’inclusion. Deux familles qui diffe`rent par le produit par un
fibre´ inversible de S sont dites e´quivalentes.
On conside`re le foncteur qui a` une varie´te´ S associe l’ensemble des classes
d’e´quivalence de familles de faisceaux pervers ponctuels parame´tre´es par S. Bridgeland
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[12, Theorem 3.8] de´montre l’existence d’un espace de modules fin: le foncteur est
repre´sentable par une varie´te´ projective M(X/X¯).
Soit U l’ouvert de X¯ des points au-dessus desquels f est un isomorphisme. Alors,
Of−1(u) est un faisceau pervers ponctuel pour tout u ∈ U . Ceci de´finit une immer-
sion ouverte U → M(X/X¯) et on note X+ l’adhe´rence de l’image (on montre en fait
que X+ = M(X/X¯)). On note f+ : X+ → X¯ le morphisme canonique. Chen [19,
Proposition 4.2] montre que OX×X¯X+ est un fibre´ universel.
Le the´ore`me 4.10 admet la version plus pre´cise suivante.
The´ore`me 4.12 (Bridgeland). — Le foncteur Rπ∗L(π+)∗ : Db(X+) → Db(X) est
une e´quivalence. En outre, f+ : X+ → X¯ est un flop : f+ est une re´solution cre´pante
et le transforme´ strict de D est relativement f+-ample.
La preuve est essentiellement la meˆme que pour la correspondance de McKay [13].
L’outil-clef est un re´sultat d’alge`bre commutative que nous rappelons maintenant (dans
la version de [15, §5]).
Soient Z une varie´te´ irre´ductible et C ∈ Db(Z) non nul. Soit Supp(C) l’union des
supports des Hi(C). Soit ampl(C) l’ensemble des i ∈ Z tels qu’il existe z ∈ Z avec
Hom(C,Oz[−i]) 6= 0. La dimension homologique de C est hd(C) = sup(ampl(C)) −
inf(ampl(C)).
The´ore`me 4.13 (✭✭Nouveau the´ore`me d’intersection ✮✮). — On a codimSupp(C) ≤
hd(C).
Soit z ∈ Z tel que Supp(C) = {z}, H0(C) ≃ Oz et ampl(C) ⊆ [− dimZ, 0]. Alors, z
est un point lisse de Z et C ≃ Oz.
Preuve du the´ore`me 4.12 (esquisse) — Soit pX : X × X+ → X la premie`re
projection. Soient P = OX×X¯X+ et Pw = ΦP(Ow) pour w ∈ X
+. Soient P ′ =
P∨ ⊗ p∗XωX [3] et Q = P
′ ◦ P ∈ Db(X+ × X+). On ve´rifie que Hom(Pw,Pw′[i]) = 0
pour tout i, lorsque f+(w) 6= f+(w′) et on montre que Hom(Pw,Pw′) = δw,w′C, d’ou`
Hom(Pw′,Pw[3]) ≃ δw,w′C par dualite´ de Serre.
Soit Q′ = Q|X+×X+−∆X+ . Le support de Q′ est contenu dans X+×X¯X
+−∆X+, donc
est de codimension ≥ 2, s’il est non vide. On a Hom(Q′,Ow,w′[i]) ≃ Hom(Pw,Pw′[i]),
donc hd(Q′) ≤ 1. Le the´ore`me 4.13 montre alors que Q′ = 0.
Le morphisme canonique Hom(Ow,Ow[1]) → Hom(Pw,Pw[1]) est injectif (il
s’identifie a` l’application de Kodaira-Spencer). On en de´duit que H0(ΦQ(Ow)) ≃ Ow.
On a ampl(ΦQ(Ow)) = [−3, 0]. Le the´ore`me 4.13 montre que ΦQ(Ow) ≃ Ow et que X+
est lisse en w. La cre´pance de f permet alors de conclure que ΦP est une e´quivalence,
via la proposition 3.2.
La cre´pance de f+ s’obtient en utilisant la trivialite´ du foncteur de Serre de DbF (X
+)
pour toute fibre F de f+ [13, Lemma 3.1]. On montre que ΦP [−1] se restreint en une
e´quivalence entre faisceaux cohe´rents sur X+ tue´s par Rf+∗ et faisceaux cohe´rents sur X
tue´s par Rf∗ et l’amplitude relative du transforme´ strict de D s’en de´duit [12, §4.6].
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Remarque 4.14. — Il serait inte´ressant de voir si la meˆme me´thode fournit une construc-
tion de flips (cf [1] pour des re´sultats dans cette direction, en dimension quelconque).
4.6. Varie´te´s singulie`res
Les constructions pour les varie´te´s projectives lisses ont des ge´ne´ralisations a` une
classe plus large, dans le cadre du MMP [2, 19, 28, 29, 30, 60]. Ceci est utile pour con-
struire des e´quivalences entre varie´te´s projectives lisses, car il existe des de´compositions
de flops ge´ne´ralise´s en flops qui font intervenir des varie´te´s singulie`res. Kawamata
de´montre en particulier un the´ore`me d’e´quivalence de´rive´e pour des flops particuliers
entre champs de Deligne-Mumford toriques. Il en de´duit qu’un flop torique ge´ne´ralise´
donne lieu a` une e´quivalence de´rive´e [30, Corollary 4.5]:
The´ore`me 4.15 (Kawamata). — Soient f : Z → X et g : Z → Y des morphismes
toriques birationnels entre varie´te´s toriques projectives lisses tels que f ∗ωX ≃ g∗ωY .
Alors, Db(Y ) ≃ Db(X).
Mentionnons pour terminer la ne´cessite´ de conside´rer des varie´te´s analytiques et
d’effectuer les constructions dans le cadre de la log-ge´ome´trie.
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